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ABSTRACT . Let X Y be schenes over S . The divisorial correspondences
between X, Y
	
are define to be the linear equivalence classes of divisors
on XX SY modulo the inverse images of the divisors on each factor . The
main result is that the divisorial correspondences are a scheme over S
whose geometric fíbres are finitely generated abelian groups . A metríc ten
sor on the divisorial correspondences is also given generalizíng the trace
metríc for correspondences on curves, and it verifies a Castelnuovo ine-
quality saying that ít is positive definite modulo torsion .
Las correspondencias divísoriales entre dos esquemas X ,Y son las corres
pondencias algebraicas entre los puntos de X y los divisores de Y módu
lo la correspondencia lineal, esto es, tomando la gráfica, las clases de
equivalencia lineal de divisores del esquema producto X x Y . Se consideran
correspondencias triviales las que asignan a todos los puntos divisores
equivalentes a un único divisor y las inversas a las de este tipo, esto es,
los divisores del producto que son linealmente equivalentes a sumas de diví
sores que vienen de los factores . En el caso relativo, sea S un esquema
noetheriano y f : X ---r S , g :Y-> S esquemas sobre S y h : Z = X x SY -> S
el producto . Las proyecciones p : Z = X x SY---->X, q :Z = X x SY --+Y inducen
morfismos de functores en grupos p* : P, c (X/S)et'Pic (Z/S)et '
q ., . Pic (Y/S)et-~ ~(Z/S)et entre lbs
functores de Picard localizados pa-
ra la topología etale .
Definición : Se define el functor de correspondencias divísoriales entre
X/S e Y/S , como el haz sobre la topología etale C(X,Y) definido por la
sucesión exacta :
P* ® q*
	
)Pic Pic ----> P (X x SY/S)et, C(X,Y ---s 0
Se verifica :
Teorema 1 : Los divisores algebraicamente equivalentes a cero de un producto
son linealmente equivalentes a sumas de divisores algebraicamente equivalen
tes a cero que provienen de los factores . Con más precisión, sí. f :X--" S ,
g :Y--}S son planos, proyectivos y de fibras geométricas íntegras (de modo
que existen los esquemas de Picard relativos, [1]) el morfísmo natural de
esquemas en grupos algebraicos :
p*®q* . : Pic o (X/S) xS Pico(Y/S)-Píco(XXSY/S)
inducido entre "las componentes conexas del origen" de los esquemas de Pi~
card ([1]) , es epíyectivo .
1Demostración : Daremos solamente una idea de la demostración . Si L .es un
haz de línea en X x Y algebraicamente equivalente a cero es deformable al
haz de anillos locales 0 mediante una variedad conexa de parámetros T ,
esto es, existe un haz de línea X sobre X x Y x T plano sobre T v_ dos
to, ti, de T de modo que ~C
to
= 0 , X
ti
= Lpuntos
Si se piensa L como un haz de línea relativo a X x Y -rY , define un
morfismo Y--} Pic oX . Basta con demostrar que su imagen es un . punto, pues
siendo , M el haz , de línea en X que define dicho punto será L = p*M ® q*N
para cierto haz invertible N en 'Y . Ahora bien dicho morfismo se deforma
mediante el morfismo Y x T --,(PicoX) x T definido por ¿C a un morfismo
Y = Y x to --- Pic oX cuya imagen es un punto, luego por platítud su imagen ya
era un punto ([3], Prop . 6 .1) . En el caso general se argumenta análogamente .
Por lo tanto el grupo de las correspondencias dívisoriales resulta ser el c_o
ciente del grupo de Néron-Severi del producto NS(X x SY/S) =
= Pic(X x SY/S)/Pic o (X x SY/S) módulo el producto de los grupos de Néron-Se
ver¡ de los factores NS(X/S) , NS(Y/S) . Es decir :
Corolárío :. En las hipótesis del teorema existe una sucesión exacta de haces
para la topología etale
0 -r NSX/S X S NSY/S-T wNSX .X
SY/S--, C(X,Y) ---r 0
siendo NSX/S el functor "grupo de Néron-Severi" ([2]) de X/S y
análoga-
mente para
	
Y , y X X SY
Se sigue :
Teorema 2 : En las hipótesis del teorema el functor de correspondencias
di .vi
soriales se _representa por un S-esquema, el esquema de las correspondencias
divísoriales C(X,Y) que es un esquema en grupos cuyas fibras geométricas
son grupos abelíanos fínito-generados de rango acotado .
Demostración : La existencia es por veri.ficacíón directa de las condiciones
de Artin ([4],5 .3) . La finitud por el teorema de la base ([2], th . 5 .1) .
Sea ahora X un esquema proyectivo íntegro de dímensión m> 1 y grado n
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k , y D una correspondencia di-
visorial de X en sí mismo . Un punto de X se transforma en un divisor
D 2 de X cuyo grado se llama
grado por la izquierda a . Análogamente,
por la correspondencia inversa un punto se transforma en un divisor D,
cuyo grado b es el grado por la derecha . También se consideran los £11a7
dos por la izquierda y derecha de la intersección c= gr D2 " D2 ,
d = gr D 1 . D 1 . Con precisión, si PI ,p2 : X X X X son las
proyecciones
H es la sección hiperplana de X y H1 = p*H , H 2 = p2H se tiene :
m-z
D ."Hm . Hm 1 = na , D " Ilm " Hm-1 = nb , D " D " Hm " Hm
-2 = nc , D " D " HmZ . I~ 1	 nd
Si D' es otra correspondencia divisorial, sean e y f las coinciden-
cias de D , D' y de sus inversos respectivamente , esto es
D " D' . Hm . HZ
-2
= ne , D " D' " H2 . Hl1-2 = nf . Se define una métrica sobre el
grupo de las correspondencias div-~soríales por :
T Z (D,D') = n3 ( 'm_ 1) ( m 1 (cc'bb'+aa'dd')+2(cba'd'+c'b'ad) +
+ 2 (aa' + bb') (cc' + dd') - 1 (cc' f + dd' e) - 2 (cc' + dd')Tr
siendo las correspondencias inducidas por D ,D' en la curva
Hm-1
de X y T (D,5') = aa' +bb' - D " D' " Hil-1 " Hm-1 la métrica de
la traza pa-
r
ra las correspondencias en curvas ([5]) . Como en curvas se verifica
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Teorema 3 (Desigualdad de Castelnuovo) : Para toda correspondencias diviso-
rial
	
D , es T (D,D), 0 y T (D,D) = 0 si y solo si n(c+d)D = 0 en el
grupo de correspondencias divisoriales . Por tanto :
a) La métrica inducída en el grupo C(X,X)/Torsión es definido positiva .
b) El radical de la métrica T 2 es el subgrupo de torsión de C(X,Y) .
Demostración : T2(D,D)=-E2 . (H 1 +112)2m-2 siendo E=n(c+d)D-dall e -cbH 1 -
- ncp2D2 - ndp*1D 1 . Como E " (H1 +112)
2m-1 = 0 se sigue del teorema del indí
ce de Hodge ([2], Cor . 7 .4) que T 2 (D,D) >,0 y T 2 (D,D) = 0 si y solo si E
es numéricamente equivalente a cero . Se concluye por el siguiente lema que
se demuestra como el teorema l .
Lema : Sí X , Y son esquemas proyectivos íntegros sobre un cuerno algebra_i
camente cerrado k , el morfismo natural de esquemas en grupos
entre los grupos de divisores numéricamente equivalentes a cero, es un iLi-
morfismo .
Sea aflora X Y esquemas proyectivos lisos y conexos sobre un cuerpo k .
Las correspondencias divisoriales C(X,Y) se identifican formalmente con
los morfismos de X en el esquema de Picard de Y , Pic(Y) , módulo trasl_a
clones, por tanto se tendrá, dado que X es reducido
C(X,Y) = llom(X 'Píe(Y) red)/Traslaciones = Hom(X,Píc°(Y)red)/Traslaciones
Como
Pic°(Y)red es una variedad abelíana ([1], 3 .2), si A(X) denota la
variedad de Albanese de X , ([1], 5 .4) se tendrá :
De donde
Teorema : Si X,Y son proyectivos lisas, y conexas sobre un cuerpo k , el
esquema de correspondencias divisoriales es un grupo abeliano finito gene-
rado libre .
Si X = Y , la métrica T2	antesdefinida es definido positiva .
PieT (X) xPieT(Y) p* -}picT(Xxy)
C(X,Y) = Homgrupo (A(X),Pic°(Y) red)
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